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Theaimofthispaperis toshowthatit is possibleto representaquantumparticlewith aspin
with thehelpofastarproductandaflat supermanifold.Weextendto thesupermanifoldsthe
Schoutenbracket,the exteriordifferentiation,the Lie derivative. These notionsallow us to
definethePoissonbracketandthesymplecticsupermanifolds.It is easyto definethe Moyal
product:theGrassmannalgebraof thesuperfunctionsbecomesaClifford algebra.Wesuppose
that the observablesof aquantumparticlewith a spin are superfunctionsdefinedon aflat
supermanifold.Thestudyofthesestaralgebrasprovestheexistenceof aspectralresolutionfor
someparticularelements.Consequentlytheequationof motionfor anobservableadmitssta-
tionarysolutions.Theexamplesconsideredshowthatthespinsplits agivenstateinto two other
ones.
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1. Introductionet résultats

Le star-produitpermetuneformulationde la mécaniquequantiquecomme
deformationde la mécaniqueclassique[I], en remplacantl’algebre usuelledes
fonctionsnumériquesetl’algebredeLie définiepar lecrochetdePoissonparune
star-algèbreassociativeet unealgebrede Lie définie par le crochetdu star-pro-
duit.En effetlesauteursdel’article citeont établidemanièreautonomelespectre
del’oscillateurharmoniqueetceluidel’atomed’hydrogène.Ce sontdesexemples
“bosoniques”.Pourembrasserlecasdes“fermions”, ii yalieu d’étendrelaquan-
tification par star-produita l’algebre de Grassmanndes super-fonctions.Le
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schemaestanalogue:lasuper-algèbredeGrassmanndéfiniesurunesuper-variété
symplectiqueest déforméepar introductiondu star-produiten unealgebrede
Clifford. LestroisquantitésS’ égalesauxstar-produitsdeuxa deuxdetroisvari-
ablesimpairesont lesmêmesréglesde calcul quelesobservableshabituellesdes
spins.Cettecorrespondanceestexploitéeen représentantuneparticulede spin
1/2 a l’aide d’un espacede phasequi estunesuper-variétésymplectiqueet d’un
hamiltoniencomportantcesvariablesS’ [21.

Cet article se divise en deux parties.D’abordsur unesuper-variétéplate les
notionshabituelles,crochetdeSchouten,derivationextérieure,produitintérieur,
dérivéede Lie permettentde définir les super-variétéssymplectiqueset d’avoir
les equivalenceshabituelles(paragraphes2 et 3). Le star-produitde fonctions
comportantdesvariablesimpairespeutpar suiteêtre défini formellement; les
reglesdecalculentrevariablesimpaires,lorsquelasuper-variétéestplate,s’endédui-
sent(paragraphe4). Il s’avèreutile de préciserla 2-formew qui serta définir la
super-variétésymplectiquepourintroduiredesvariablesS’, produitsdeuxadeux
de variablesimpaires,qui aientlesmêmesrèglesdecalcul quecellesdesobserv-
ablesS~,S~et S.considéréeshabituellement.Cetteremarquepermetde définir
lasuper-variétéIR~/~qui serautiliséecommeespacedephased’une particulede
spin 1 / 2 (paragraphe5). Lesparagraphessuivants(paragraphes6 a8) montrent
queles résultatsétablisprécédemmentsur les star-v-algébresde fonctionsou de
distributionscomplexess’étendenta denouvellesstar-v-algèbresde fonctionsou
de distributionsliéesa la super-varietédéfinie précédemment.En particulier la
decompositionspectraledesélémentsreelsdesalgebres,~ et &~se généralise;
cesalgebressontsuffisammentvastespourcontenirl’hamiltonien del’oscillateur
harmonique et les moments angulaires par exemple. Cette genéralisa-
tion permetdepréciserle spectredela sommed’une fonctionreellefdespectre
connuCt d’une fonctionA de variablesimpaires(paragraphes9 a 11).

La secondepartiedébutepar la representationd’uneparticulede spin 1/2 au
moyend’unhamiltonien(sommedel’hamiltonienhabitueletd’unefonctiondes
variablesS1) et d’un espacede phasequi estl~ la recherchedesétatspropres
deIa particuleestcelledesélémentspropresdel’hamiltonien; leniveaud’energie
est la valeurpropreassociée(paragraphe12). Aprèsavoir expriméles résultats
habituelssurlesmomentscinétiquesCt leursnombresquantiquesavecleproduit
de Moyal (paragraphe13), ii estfacile de montrerla compositiondesmoments
cinétiques(paragraphe14).L’effet d’un champmagnétiquesuruneparticulede
spin 1/2 estétudiéeen la supposantdansun étatpropre;cet étatse dédouble;ii
apparaItdeuxniveauxd’energie(paragraphe15). Ensuitele couplagespin—or-
bite est pris en compte:l’état propreestsupposedéfini par un élémentpropre
communa l’hamiltonien, aL2 et a lacomposantedu momentcinétiquedansla
direction du champmagnétique;cetétatestdonccaractérisépar le niveaud’é-
nergieet deuxnombresquantiques1 et m. L’état propresescindeen quatreétats
(paragraphe16). Le dernierparagraphe(paragraphe17) définitlespind’un sys-
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tèmede plusieursparticulesde spin 1/2; les nombresquantiquesavec les ele-
mentsproprescorrespondantssontexplicités dansle casd’un systèmede deux
particulesainsi quelecouplagede deuxparticulesdfl a uneinteractionentreles
spins.

2. CrochetdeSchouten,dérivéedeLie d’une super-variété

Soit (M, d) unesuper-variete:Mestune variatedifferentiableetd un fais-
ceaudesuper-algèbrescommutatives[3]. PourtoutouvertUd’un recouvrement
de M, il existeun isomorphismet: d ( U) —~C~(U) ®AV [4]. La variétéM et
l’espacevectoriel Vserontsupposesdedimensionpet q. Dansun ouvertU d’une
carte,designonspar (u l)

1 ~ ~ lescoordonnéeslocaleset par (~‘)~ ~q unebase
de V. Le couple (u, c~)seradesigneparx.

Soit Uun ouvertdeM; l’espaceVect Udeschampsdevecteursest l’espacedes
derivationsdelasuper-algèbred ( U) (notéeA). Cetensembleest unA-module
libre de dimension(p, q) etunesuper-algèbrede Lie graceau crochetde Lie de
deuxderivations[5,6].

Le A-moduledeschampsdetenseursA4(Vect U) estunesuper-algèbredeLie
gradueegraceaucrochetdeSchouten;ii est obtenucommeprolongementducro-
chetdeLie du A-moduleVect U [7]. Un élémentX bi-homogenedeA~4(Vect U)
estun elementhomogènedeA~(Vect U); soit X~saparité,p(X) l’ordre r. L’ap-
plication Y—+ [X, Y] est une derivationde la super-algèbrede Lie graduée
A4(Vect U) debi-degre(IXI, p(X) —1) car pourdeselementsbi-homogènesX
etY,ilvient [8]:

[X, YAZ] = [X, Y] AZ+ (—1 )I~~1Y1±(P(X)~)P(})YA[X, Z] . (1)

SoitXun champdetenseurs;leproduit intérieur 1(X) est défini commeappli-
cationtransposéedu A-morphismeSi-ISA X. LorsqueX estun champde vec-
teurs, ce A-morphisme est une derivation de l’algèbre extérieuregraduee
AA(covect U) construitesurle dualcovect( U) duA-moduleVect( U). Cettede-
rivation i(X) estdebi-degré(IXI, —1).

Soit f une fonction homogènede d (U); appelonsdifférientielle def la 1-
formedf: Xi-~.( — 1)1XI I.flX(f). Dansunecartelocale U, leA-modulecovect( U)
admetla base(dx’)1~j~±~ [5]. La derivation extérieured se prolongeen une
derivationdebi-degre(0, 1) enposantpouruneformedifférentielle

ce=dx’’ A dx’
2 A “dx1’ ai

1i,...1~

deAA (covectU):

da=(~~lydxn~ (2)

Etantdonnéun champde vecteursX, definissonsla dérivéedeLie commela
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composéedesderivationsd et i(X). Puisqueces deuxderivationssont de bi-
degré (0, 1) et (IXI, —1), la dérivéedeLie est la derivationdebi-degré (IXI,
0) définieparla relation

£~[d,i(X)]=d~i(X)+i(X)od. (3)

Le crochetdedeuxdérivées~ et ~ estégal a ~

3. Super-variétésymplectique

Considéronsunesuper-variétémunie d’une deux-formew. La 2-formew est
dite non-dégénéréelorsquelebéreziniende lamatricedescoordonnéesdesa re-
strictiona un ouvert U existeet estdifferent de 0 [5]. Autrementdit: les deux
matricescarrées(w~)1~ et (w,1)~±1~ij~p±q respectivementd’ordrepetq sont
inversibles.Trois résultatsserontutiles [8]:

(i) Pourqu’un forme non-dégénéréew définie sur unesuper-variétésoit fer-
mée,ii faut et il suffit qu’il existeentoutpoint dela variétéM unecartelocaleU
danslaquellela restrictiondew s’écrive:

~ ~A&’~+ ~ �(i) d~’Ad~, e(i)= ±1 . (4)

La dimensiondela variétéMest doncnécessairementpaire,p=2n.
(ii) Soitw uneforme non-dégénéréedéfinie surunesuper-variété;soit~uleA-

morphismebijectifduA-moduledeschampsde vecteursVect( U) dansleA-mod-
ule des 1 -formescovect( U) : X—~i (X) w. CeA-morphismeji seprolongeen unA-
morphismedeAA(Vect U) dansAA(covectU). L’image inversedela 2-formew
estun 2-tenseurA. Pourque la 2-forme w soit fermée,ii faut et il suffit quele
crochetde SchoutendeA aveclui-mêmesoitnul: [A, A] = 0.

(iii) Soit A un deux-tenseurpair. Considéronsla loi de compositiondéfinie
dansd( U) parla relation

Vu, v,wed(U) {u, v}=~i(A)(duAdv)

Pourquecetteloi de compositionvérifie l’identité generaliseedePoisson,

(—l)~~{{u,v}, w}=0 (5)

il faut et il suffit que le crochetde Schoutende A aveclui-même soit nul: [A,
A]=0.

Une super-variétésymplectiqueest unesuper-variétémunie d’une 2-formew
non-degenereeetfermée.La donnéed’un2-tenseurpairdontlecrochetdeSchou-
ten aveclui-mêmeestnul donnea cettesuper-variétéunestructurede super-al-
gebredePoisson[4].
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4. Produitde Moyalformel d’une super-variétéplate

Soit (M, A) unesuper-vanétéde Poisson;A estun 2-tenseurpair dontlecro-
chetdeSchoutenaveclui-mêmeest nul; soit {,} le crochetdePoissonqui s’en
déduit. Définir un star-produitsur cettesuper-variateconduit a deformerfor-
mellementl’algèbre d(M) =N. Etantdonnaun nombrecomplexev (=ih/2),
un star-produitest uneloi de compositiondansl’espaceE(N, v) desseriesfor-
mellesen v, dontles coefficientssontdesfonctionsdeN [9]; il doit verifier les
relations
Vu, v, weE(N,v):

(a) u*~v= ~C(U~) ; (6)

pourr>~I, lesCr(U, v) sontdesopérateursbi-différentielsnulssurlesconstantes,

(b) C0(u,v)=uv,

(c) C1(u,v)—C1(v,u)=2v{u,v};

(d) pourtout t?~1,

r+~=t C~(C~(u,v), w) = r±~=tC~(u,C~(v,w) )
La relation(d) traduit l’associativitédu star-produit;la relation(c) montreque
lecrochet

[u,v]=~—(u*~v—v*~u) (7)

estunedeformationdu crochetde Poisson.
Supposonsquela varieteMsoit plate:M=P.’~xP.’~(p=2n). Ii estconnu[1,8]

queles hypothesesci-dessussontvérifiéeslorsqueles opérateursbi-différentiels
Cr sontdéfinispar lesrelationsci-dessous;cechoixserafait danslasuite:

Cr(u, v) = ~Auh1IA12J2...A~n1r( — I )a~ia 11j2...jruaj~2f,v

r r / k—i

a~y=IuI~ Jx~I+~ (~,IX1kI ~ Ix’~I
k=I k~i s=i

Le star-produitdedeuxélémentsimpairs ~‘ et ~ est donnéparla relation

~ 51l�j, (8)

= — vA”~”~’, si i=J.

Considérons,pour un vecteurvde Vde coordonnéesv~,1 ~ i ~ q, l’expression
Q(v)=v*~v.L’anticommutativitédesvariablesimpaires~‘ donne
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Q( ~ ~1~’)=_~ ~ v1v1A’~~’.
1=1 1.1=1

Puisquele2-tenseurA estsuper-antisymétrique,il yaégalitéentrelescoordon-
nées~ et A’~”~. L’application Q:vi—*v*~vest donc une forme qua-
dratique.Désignonspar C( V) l’algebre de Clifford définiepar l’espacevectoriel
V (debase~, ~, ..., ~) et la formequadratiqueQ; C( V) est un espacevectoriel
dedimension2q~

L’algèbre (E(N, )~),* ~)est la star-algèbredesseriesformellesen ~ dont l’en-
sembledescoefficientsest isomorphea l’espaceC~’(lR

2~)®C( V).

5. Super-variétéR~super-star-v-algèbres

Nous allons considérerla super-variétésymplectiqueP2’~~définie par la Va-
riétéM= P ‘~x R’~,un espacevectoriel V de dimension3 et la 2-formew définie
par la relation(4) avecdese(i) égauxa 1. Les seulescoordonnéesdifférentesde
o du deux-tenseurA associé sont

A~~’1=—A’~1=1 , 1~i~n; A2~’2~’=1 , 1 z~j~q.

Considéronsles élémentspairs:SI, 1 ~ définispar la relationSI=~1*r~

oü la suite i, j, k estunepermutationpairedesentiers 1, 2, 3 [cet énoncésera
note(i,j, k)]. Les élémentsS1, 1 ir.~ii~3, vérifient les relations

S1 * ~, 5’ = ~ ~

5’k ~ la signaturedelapermutationi, I, k,

Sl*51v
2h2/4 [

5~l5J]5k (i,j,k) . (9)

Remarquonsque l’espacevectorielreel engendrépar les S’, 1 ~ is~3, est une
algèbredeLie pourla loi de compositiondéfinie par le crochet[ , I isomorphe
a l’algèbre desvecteursd’un espaceeuclidienorientéde dimension3 dont la loi
de compositionestle produitvectoriel.Les troisquantitésS

1, 1 ~ is~3, vérifient
les mémesrelationsde commutationqueles observablesde spinconsidéréesha-
bituellement,S~,S~etS~[10]. Désignonspar ~ l’espacevectorielcomplexeen-
gendrépar les S1, 1 ~ i~ 3. L’application Q: v’-+ v *

1,v est uneformequadratique;
l’algèbrede Clifford engendréepar l’espacevectoriel V~et la formequadratique
Q est une star-algèbrededimension4.

L’espacedesdistributionstempéréessur P
2~étantdesignepar .9~’(p2fl), soit

,q’~l’espacevectoriel ~q”(P2’~)®C(Vs); cetespacevectorielest isormorpheau
produit ~9~~(~2fl)4 il est muni naturellementd’une topologieproduit. Ses élé-
mentsfsont définispar un quadruplet(J)~~,~3de distributionstempérées;ils
s’écrivent
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3

f=f0+>.s’f. (10)

Appelonssuper-varieteP~P le couple de la varieteP~XP~et de l’espace~
D’une manièregénéraleconsideronsunestar-v-algèbred de distributionstem-
péréespar exemple,9~(p2n), L

2(P2t2), ...; c’est un espacevectoriel topologique
danslequelleproduitde Moyal est continu (de~1xd dansd). Désignonspar
d~l’espacevectoriel d®C( Vs).Cet ensembleestisomorpheau produitd4 et
est unealgèbre;commele star-produitd’une fonctiondéfinie sur P2~~et d’une
variableimpaire~ estegalauproduitordinaire,lestar-produitdedeuxéléments
u et vestdonnéparlarelation

3
u*~v=u

0~ ~ u• *~,v,

+ ~ S’(uo*~v~+u~*~vo)+vS S’(uJ*Vvk—uk*Pvf) . (11)
/=i i,j,k

Cettealgébre(~,* ~,)estassociativea cause du choixeffectuélors dela défini-
tion du produitdesélémentsimpairs.Puisqued est un espacevectorieltopolo-
gique,~ seramunidela topologieproduit;ainsileproduitdeMoyal estcontinu
de~xd~dans ~

6. Les algèbres(,q~,* ~)et~ *

L’existencedesalgebres(Sf(P
2”), *~,)et (L2(P2~),*~)aétédémontréeàl’aide

du produitdeconvolutiondéforméou dela loi decompositiondesnoyauxd’ope-
rateursintégrales[11]. Le produitde Moyal obtenurecouvrebienla definition
formelle du star-produitcar pour desfonctionsu et v convenablesla fonction
vi—~u * vadmetun dévelopementlimité qui coincideaveclespremierstermesde
lasérieformelle(6) etpourdeuxfonctionsuet vde ,9’, lafonctionu * ~,vconverge
versuvlorsqueii tendvers0 dans~9’.

Designonspar ,9~et ~ les algèbres,9”(P2~)®C(F’s) et L2(R2~l)®C(Vs); le
produitde deuxélémentsdes ces algebresest donnépar la relation (11). Ces
algèbressontnon-dégénérées(i.e.,leproduith* .h estnul si et seulementsi h est
nul). Le choix destopologiesde cesensembleset les propriétésdesalgebres
,q~(p2~2) etL2(lR2~)donnentle résultat:

Théorème.
(i) Le dualtopologiquede ~ est (isomorphea) l’espace.~9°~. Cettedualités‘ex-

primepar/a relation
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3
Vfe,Vç~e.~, (f,~>=<f0,~0>+-~-~<f,c~~>. (12)

(ii) L ‘espace~ estun espacedeHubert.Le produil scalairededeuxélémentsh
etks‘exprimepar La relation

Vh,kc~, (hlk)=(h01k0)+— ~ (hjkJ. (13)
4 ‘=i

La continuitédu produitdeMoyal dansL
2(P2~)s’exprimea l’aide del’inégalité

Vh, keL2(P2~), Ih * ~,k~ fl~IhII 1kM , = (2mh)—n/2

Cetteinégalitéconduitaposer:

VU,VEYt~, IIu=fl~JIulI

Vfe,V~e~, <>~=(fl~)2<f,ç~>. (14)

La continuitédu produit de Moyal s’écrit dans~: IIh *,~klI~4lIhII~lIkV~‘. Le
coefficient (p~) 2 a déjàété introduit pourdéfinir les états[12]: un état est une
fonctionp définie dansP2’~vérifiant les relations

P*pP~P, (fl)2Jp(x)~l (15)

oü Nestla multiplicité.

7. L’algèbre~ *

Ii estfacile d’établirpourtroisfonctions~,çt’ etp quelconquesde5~La relation

<çO*,,W,p><ço,yJ*~p> . (16)

Cetterelationetlacontinuitédans~ du produitdeMoyal permettentdedéfinir
ce produitpourunedistributiontempéreefde9’~et unefonctionç~de~ par la
relation

VWe~, <f*,~>=<f,ço*
1,çii>. (17)

L’application bilinéaire (J ~)i-~f*~ estséparémentcontinuede ~9°~ou de .~

dans,

9’S• Pourqu’unedistributionfsoit nulle, il faut et il suffit quesonproduit
avectoute fonction~ de~ lesoit.

Definition. L’espace(9~est l’espacevectoriel desdistributionsfde .9’~telles
que l’application çoF-÷f*~, soit continuede ~ danslui-même.C’est l’espacedes
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multiplieurscontinusagauchedans,9°s•

D’aprèsla relation (11) l’espacevectoriel ~ est égal a l’espacevectoriel
&~®C(Vs). V~désignel’algèbre desdistributionstempéréesdéfiniessur
tellesquel’application çoi—*f* ~ est continuede~9°(p2?l) danslui-même [11,13].
Parsuitel’ensemble~9J~1~Sestunealgèbre.L’espace~9”~est un modulea droitesur
In p

Il est importantde savoirquedansl’espace 9~se trouve bien sür l’espace
,qI(p2n) maisaussi l’espacedesdistributionsa supportcompact~~(p2?2)et l’es-

pace~(~(p2n)) desfonctionsindéfinimentdérivablesdont la transforméede
Fourierestunedistributionasupportcompact.Parexemple,

xi-÷exp(—ax2),a>O;o; 1;

x~x1xJ+~I_xJx~+n1;x-*exp(iax2) , aeP.

8. L’algèbre (a,, *,,)

Definition. Soit .q~l’ensembledesdistributionsfde 9’~tellesquel’opérateurO~
de ~ défini dans~ par la relation,çoi—~f*~ç9,soitcontinu.

Munissonscetespacevectorieldelanormedel’opérateurlinéaireborneOf:

llfIL~=sup{ILf*~~,II/lIc~ll;~‘e~9°~}. (18)

Commeprécedemmentcetespaceestégal a l’espacevectoriel~V®C( Vs), oÜ
,~“ désignel’ensembledesdistributionstempéréesdéfiniessurP2k’tellesquel’opé-
rateurçoi-*f* ,,~ est continu de ,~O(p2n) dansL2 (p2iI) pour la norme deL2 (p2n)

[11]. Le couple ~ *,~)estcomme(.V, *~),uneC*~algebre.Puisque.~ est
aussiisomorphea (~V )~ la normedéfinieparla relation (18) est équivalentea
unenormedel’espaceproduit; il vient

hfII ~‘ ~ If0 II ~‘ + — ~ 1L1 II ~~4Df11 ~. (19)2

Un exemple: l’élément l+bS’, beC, a une norme égale a (1 +h21b12/4+
hiRebi )I/2

Une deuxièmeproprietecaractéristiquede cetespaceestle résultat:

Théorème. L‘algebre (~~, * ~)est isomorphea La sous-algèbredesopérateursG
continusde~ quipossèdentLa propriété

Vh,ke~, G(h*~k)=G(h)*~k. (20)
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En effet, si l’élémentg appartienta ~ l’opérateur°g étantborne, seprolonge
parcontinuitéa~ et vérifie la relation (20).Réciproquement,soit Gun opéra-
teur possédantLa propriétédéfiniepar la relation (20). Pourtoutélémenth de
~, l’élémentG(h) s’écrit

S~g,(h).

Lesquatreapplicationsh—+g1 (h), 0 ~i ~ 3, sontdesopérateurscontinusdeL
2 (p212)

possédantla mêmepropriété.Ils sontpar suite définispar desélémentsde ~V
[11]. Ii resteadeterminerl’élémentg de ,~ tel que

G(h)=g*~h.

Ce résultatserautile, dansla suite,pour determinerla plus grandeprojection
associéea unevaleurpropre;rappelonsla definition:

Definition. Uneprojectionestun élémentmde ~ tel que m * ~,m = 7t.

9. Valeurspropres,elementspropres,projections

Considéronsle sous-espace~ de ~ ensembledesmultiplieurscontinusa
gaucheeta droite.L’espace.9~est un modulebilatèresur (Y’.

Definition. Soitfun élémentdel’espace~ ou de i~4~le nombrecomplexea est
unevaleurpropredefs’il existeun élémentg (� 0) appeléélémentpropre def
associéa a, appartenant~ ,~ tel que

f*~g=g*~f=ag. (21)

Soit 0
11’operateurde ~ défini par la relationhi-~.f*~h;son ensemblede dé-

finition D1 est l’ensembledesélémentsh de ~ tels quef* h appartiennea .~..

Of est ferme; son adjoint estl’opérateurO~défini dansles mêmesconditions.Ii
estalorsfaciledeprouverqu’unevaleurpropredefestaussivaleurpropredel’opé-
rateurOfetquel’opérateurprojectionsurlesous-espaceproprevérifie La relation
(20). Parsuite:

Theoreme. A toute valeurproprea d’un elementfnormal (f* ,,f=f* ,,J) apparte-
nanta (/7” ou a ./74~,estassociéun élémentpropreir, qui estuneprojectionetpossède
La propriétéquetout élémentpropreg defassociea a eststablepar l’opérateur O~:

f*~g=g*~f=ag 7r*~g=g. (22)
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Appelonscetélémentir plus grandeprojectionpropreassociéea a. Des exem-
plessontdonnésauparagraphe12.

10. Famillesspectrales

Avantdedéfinir lesfamillesspectrales,il yalieudecaractériserLa convergence

*faible dansl’espace.~. Cetteconvergenceprovientdu fait quel’espace~“ est

isomorpheal’espacedesopérateurslinéairescontinusdeL2(R2~),qui estledual
de l’espaceL2(P~)~,,L2(P”), isomorphea l’espacedesopérateursnucléaires
[11]. Parsuite,l’espace ,.~ est leduald’un espacevectorielnorméH~qui est
engendrépar~ * ,, .*~-etestmunid’unenorme . ~qui a,entreautres,La propriété

Vh,ke.~, hih*~kD~~ihhO”OkiI”. (23)

Unesuited’éLémentsJ)~,est *faubLementconvergentedans~ si etseulement
si Vh, ke.~, La suite<f~~h * ,, k>, p ~‘ 0, est unesuitecomplexeconvergente.

Ii est alorsaisé de définir une famille spectraleen se référanta ladefinition
habituelledanslesespacesdeHilbert [14]:

Definition (‘Fami/Le spectraLeou resolution de l’unité). Soit ti-+ e( t) uneapplica-
tion définie dansP a valeursdans.~.; supposonsquepour tout reel t, e(t) soit
uneprojection.Cettefamille de projectionsest appeléefamiLLespectraleSi elle
possèdeles propriétessuivantes:

(i) Vt, t’, ti~t’=.e(t)*,, e(t’) =e(t)
(ii) Vt, e(t+0) =e(t) dans/7~*faible,
(iii) ~ e(t)=0,~ e(t) = 1, dans~ *faible

Exemple. (Systèmetotaldeprojections).Soit (it

1, )pprk~ unefamille de projections
telleque

Vp,qe~,p#q ~ itp*piTqO, ~

dans~ .~*faible. L’application ti—1,~m,~estunefamille spectrale.

11.Decompositionspectrale

Les théorèmessur la decompositionspectraledesopérateurshermitiensper-
mettentd’énoncerle résultat[14]:

Theoreme.Soitfun élémentreel de~ ou de (/7~~-;il existeuneuniquefamille
spectraLeti-+e(t) telleque
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VheDf,ke~, <f*~h,k>= J td<e(t),h*~k>. (24)

ToutéLémentg de/7~~ qui commuteavecfcommuteavecchaqueprojectione( t) et
enparticulier avecLa plusgrandeprojectionassocieea unevaLeurproprea def

Le spectre T(f) est l’ensembledesreelsen lesquelsla famille est strictement
croissante.Dansle spectredefse trouventles valeurspropresdeJ~pour quele
reela soit valeurpropreil faut et il suffit quela famille spectralesoitdiscontinue
ena;lesautdeLa famille spectraleena estégala laplusgrandeprojectionpropre
associéea a. Lesautresreelssont les pointsdu spectrecontinu.Le complémen-
taire du spectreest l’ensemblerésolvantp(f), c’est l’ensembledesreelsa pour
lesquelsexisteun élémentR(f; a) de/71g. qui est l’inverse def—a:

R(f;a)*~(f—a)=(f—a)*~R(f;a)=l . (25)

Applications.
(i) Fonctionxi~~exp*1~(ixJ).Soit q une fonctioncomplexedéfinie sur P con-

tinue et bornee;l’élémentço(f) est défini par l’intégrale (24) danslaquellet est
remplacépar~~(t); c’estunélémentde /7~. dontlanormeestmajoréepar lemaxi-
mumMq,dela fonction I i; il commuteavecfAu produitdedeuxfonctionsç~et
w correspondL’élémentç~(f) * ,, yi(f). En particulier,pour toutélémentfréel de
/7&~ ou de (

9.~I,S,l’application xi~÷exp*1~(ixf)est unefonction *faiblement con-
tinue de P dans~ La normede exp*1~(ixf)est égale a 1. Sifappartienta
cettefonctionest*faiblementderivablede dérivéeif* ~exp*~~(ixj); sifappartient

~ ~ la fonctionxi_~exp*r(ixf)* ~hestderivablepourtout h dansD
1~

(ii) Spectrede certains elementsde ~ Soit A un élémentde l’algèbre
~ *,,); cettealgèbreestun (/

7~-modulebilatèrededimensionfinie. Parsuite
pourtoutélémentA, ii existeun entier r et descoefficientsak etbk prisdans (~“~

tels quelapuissancerièmedeA s’exprimea l’aide depuissancesinférieuresdeA
suivantla relation

A~= a~*~A *Ubk+aO . (26)

Enonconsdescorollairessur lespectredef+A danslesdeuxcassuivants:

Lemme1. SoitA un elementreel de L’aLgèbre .~ defini par unecombinaisonLi-
néairedes5’, 1 ~ i~3,~supposonsquecetelementAannuleun poLynômeminimal
PA de degrer, a coefficientsconstantsdont toutes les racinessoientsimples.Les
valeurspropresdeA sontLes r racinesdu poLynomePA et lesplusgrandesprojec-
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tions propresassocieesa cesvaleurspropressontdespolynômesRk(A) dedegre
r— 1.

ChaquepolynômeRk, 1 ~k~r, est proportionnelauquotientdu polynômePA

par (X— xk); la sommedespolynômesRk, 1 ~k~ r, est égalea 1. Ce lemmeper-
met decaractériserlespectred’un élémentf+Adel’espace~ oàfestun élé-
ment reelde (/7k etA vérifie leshypothesesdulemme.La demonstrationconsiste
a rechercherd’une part quelssontLes pointsdel’ensemblerésolvantet d’autre
partceuxdu spectre.

Corollaire2. Soitfun elementreel de ~ (‘c’est unefonctionou unedistribution
definiesur p2n,) etA un elementsatisfaisantles hypothesesdu Lemme1 et com-
mutantavecfLe spectredel’elementf+Aest egal a La reuniondesr ensembles
a(f) +

1Uk. En particulier si le reel 2 est unevaleurpropredef lesr reels 2+ ,Uk,

1 z~k~ r, sontdesvaleurspropresdef+A. A La valeurpropre1+ /

1k est associeela
projectionpropre it * VRk(A),produit desprojections it etRk(A) respectivement
elementspropresdefetdeA associésa2 et

1

11krn

Lemme3. SoitA un elementdel’algebre ~ *~)qui verifie la relation poly-

nômialed~(A)= 0 oü ~(A) est la relation

~(A)=Ar+~Ak*Vbk+bO. (27)

Les coefficientsbk, 0~ i~r— 1, sont des fonctions de (/7k; Les fonctions bk,
l~k~r—1, commutentavecA.

Supposonsqu’il existeuneprojection it éLémentproprecommunauxfonctions
bk, associeauxvaleurspropresflk:Vk, 0~<k~<r—1, bk * ,,it= it * Vbk=IJkit.SoitP~le
polynomecomplexedefinipar la relation

P~(X)=Xr+ ~ Xk/3~+$
0. (28)

AdmettonsquecepolynômeP~ait desracinessimples:a,~,1 ~k~ r. SoitQk(X) Le
polynômequotientdeP,,(X) par (X—aj. Si l’élémentPk=Qk(A) * ,,it * VQk(A)

n’estpasnul, la racinea,~estunevaleurpropredel’elementAassocieea L’élément
proprePk.

La demonstrationconsistearemarquer:

(A—ak)*Vpk=(A—ak)*VQk(A)*Vit*VQk(A)

=P~(A)*Vit*VQk(A)=.~7l(A) *pit*pQk(A).

Donc:
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(A—ak)*~pk=O.

L’egalité symétriqueutilise la commutativitédeA avecles bk, 1 ~ ks~r— 1. Si A
est reel,lesélémentsPk, 1 ~k~r, ont desproduitsnulsdeuxa deuxetnesontpas
simultanémentnuls.

Ii estfaciled’en déduirele résultatsuivant:

Corollaire4. SoitA un élémentde (/7 ~. qui annuleunerelationpolynômiale/7~(A)
définiepar La relation (27) et vérifie les hypothesesdu Lemme3. Soitfun élément
reel de ~ qui commuteavecA. SifadmetunevaleurpropreI associéea une
projection it qui vérifie Les hypothesesdu lemme3, L’éLémentf+AadmetLa valeur
propre1+ ctk chaquefoisqueL’élémentPk n ‘estpasnul.

12. Particulede spin1/2

Pourreprésenteruneparticulede spin 1/2, faisonsl’hypothèsesuivante[2]:
L’espacede phaseP” x P” muni de sa structuresymplectiquenaturelleest rem-
placepar l’espaceP~défini au paragraphe5; a l’hamiltonien H0 défini sur l’es-
pacedephaseP~x P’

2, substituonsun hamiltonienH sommedel’hamiltonienH
0

et d’unefonctionpolynomialedesvariablesSI, 1 ~ ~ 3, dontlescoefficientssont
desfonctionsdéfiniesdansl’espaceP”xP~.Une observableest une fonctionde
p~ dans/71~ou dans~ dontl’évolution estrégiepar l’équationdifférentielle

(d/dt)u(t)= [u(t),H] , u(0)=u0, (29)

u0 estunefonctiondonnée;[ , ] estlecrochetdéfini par la relation(7) [15,16 1.
Des conditionssuffisantessur H etu0, énoncéesauparagraphe10, permettent

dedonnerLa solutiondeseqs. (29):

u(t)=exp*~(_tH/2v)*~uo*~exp*~(tH/2v). (30)

Pourtoutreel t, L’exponentielleexp*1(tH/2 i.’) estdéfinie~l’aide de ladécompo-
sition spectralede H: c’est un élémentde ~ de norme egalea 1. Or les “états”
ont étédéfinispar lesconditions(15). La valeurd’attented’uneobservableu ( t)

sur un etatpvaut <u(t), p>” [12]. Cetteexpressionexiste,parexemplelorsque
l’observableet l’état appartiennentrespectivement~ .~ et è. 11~.a cause de la
dualitéentrecesespaces.

Ensuite,lesétatspropresdela particulesontLesélémentspropresde l’hamiLto-
nienet lesniveauxd’energiedeces états sont lesvaleurspropresassociées.
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13. Momentcinétique

Considéronsd’abord uneparticuledéfinie par les observables(q’)1,~~,~3et
(P’)i ~ Posonsx’=q’ etx’~

3=~’si 1 ~ i~3. DésignonsparLlemomentciné-
tique orbitaldéfini par les fonctionscoordonnées:L’=x’x~3—x”x’~3,(i,j, k).
CestroisfonctionsL’, 1 ~ i~3, appeléescoordonnées,vérifient lesrelations

[Li,LJ]=Lk, (i,j,k) . (31)

DésignonsparL2 l’expression

L2=~L’*~L’. (32)

Les relationsdecommutation(31) impliquentlesrelations

Vi, [L2,L1]=0. (33)

Plusgenéralementun momentcinétiqueJ est défini par descoordonnéesJ’,
1 ~ i~3, qui sontdeséLémentsdel’espace.~ ou ~ etqui vérifient deséqua-
tionsanaloguesauxrelations(31). DéfinissonsJ2 demanièreanaloguea l’aide
dela relation (32). LesélémentsJ2 et J’, 1 ~ i ~ 3, vérifient les relations(33)
commele momentcinétiqueorbitald’une particule.Puisqueles deuxéléments
J2 et J3 commutent,il est plausiblequ’ils aientdesélémentsproprescommuns;
le résultatci-dessouspreciseles vaLeurspropresassociéesa un élémentpropre
commun.

Théorème.SoitJ un momentcinétiqueverifiant les relations (31); soit itjm une
projection,élémentproprecommuna J2 et a J3. EcrivonscettehypothesesousLa
forme

itj,m * ,,J2=J2*,, itj,,nJ(j+ l)h2itjm,

iti,m*pJ3J3*vitimmhitj,rn. (34)

Lesdeuxreelsm etj vérifientles inégalusés ~ ~ lesseulesvaleurspossibles
pourjsontdesdemi-entiers;le reel mvanede —j a jpar additiondel’entier 1. Les
réelsjetmsontdits nombresquantiquesdu momentcinétiqueI.

La demonstrationapporteles précisionssuivantes.PosonsJ~=Ji +iJ2 et
J=J’—iJ2. Soit ~ uneprojection (�0) vérifiant les relations (34) avec
—j+ 1 ~m’~j, la fonctionJ * pitj,m *,,J~est un élémentpropre(~0)commun
a j2 etaJ3 associéauxvaleurspropresdéfiniesparlesvaleursjetm— 1; demême
pour —j’~m~j—1, J~* Vitim * ,~Jestuneprojectionassociéeàj et m+ 1. Il ex-
iste par suitedesprojections,différentesde0, communesa J2 et aJ3 associéesa
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desvaleurspropresdéfiniesparj et k; le reelk nepeutvarierqu’entre—j etj car
sinonl’élémentpropreconsidéréseraitnul.

Exemples.
(i) Spin1/2. DéfinissonslespinSparlescoordonnées5’, 1 ~ i ~3; lesrelations

(31) sontvérifiées.La relation (32) donneS2. PuisqueS2est égal a 3h2/4,les
relations(33) sontévidemmentsatisfaites.Les deuxprojections

ir,=~+(e/h)S3, e=±L, (35)

sontdesélémentspropresde S3 associésrespectivementauxvaleurspropresehi
2 (m= e/2) et sontélémentspropresde S2 la valeurpropreassociéeest 3h2/4;
elle correspondaj= ~.

Ii est a remarquerque la plus grandeprojectionpropreassociéea la valeur
propre3h2/4deS2estla fonction 1. L’élémentS1 quicommuteavecS2commute
bienavec 1, maisnecommutepas avec itr. La decompositionspectraledeS3 est:
(h/2)it

1 — (h/2)ir1.
(ii) Momentcinétiqueorbital. Considéronsla fonctionL

3 :x~-~L3=x1x5—x2x4.
C’est unefonctionréellede l’espace &“~. Elle admetla valeurpropre0; un élé-
mentpropreassociéestLa projection

it(x)=4exp(_~[(x1)2+(x2)2+(x4)2+(x5)2]).

Six2 est La sommedescarrésdesx’; la fonctiong
1 :xi-+exp[ — (1/h)x

2] estun
elementproprecommunaL3 et a L2 associéè. lavaleurpropre0. Cesdeuxfonc-
tions vérifient la relation ir*~g

1=g1.La fonctionu:x~-~(x’)
2+(x2)2commute

avec L3 sanscommuteravecl’élémentpropreg~.Un autreélémentpropredeL3
estLa fonctiong

2:

x~exp(_~ [(xi)2+(x2)2_(x4)2_(x5)2]).

14.Compositionde deuxmomentscinétiques

ConsidéronsdeuxmomentscinétiquesJ(i) etJ(2). Supposonsquelescoordon-
neesdel’un commutentavecles coordonnéesde l’autre et il existepour chaque
momentcinétiqueun élémentpropreit,,,. qui commuteavecchaquecoordonnée
del’autre. Posons

c’estàdire , J’=J~1)+J~2). (36)

Ii est facilede verifier queles J’ ainsi définis vérifient les relations de commuta-
tion (31). Parsuitela quantitéJ

2 définie è. partir desJ’ selonla relation (32),
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commuteavecchaqueJ’.
Le théorèmeduparagraphe13 estapplicable:lesélémentsproprescommunsa

J2 eta j3 sontassociésa desvaleurspropresdéfiniespardesnombresquantiques

jet m;jet msontdesentiersou desdemi-entierstelsque—j~mi~j[10]. Deter-
minonscesnombresquantiquesdeJenfonctiondeceuxdeJ(i) Ct J(

2~

Soil un momentcinétique.1 sommede deuxmomentscinetiques.1(1) et ‘(2)’ V~-

rifiant les hypothesesci-dessus.Supposonsque1(1), m(1) et1(2)’ m(2) soientdes
nombresquantiquesde J(1) et 1(2). Les reels (j(1)+j(2), m(l)+m(2)) sont des
nombresquantiquesdu momentcinetiqueJ~

Parhypothese:il existedesélémentspropresPJl,ml et ,~ communs~ I) et

J(i) d’unepartetaJ~2)etJ~2) d’autrepart; ils vérifient respectivementpourJ(i)

etJ(2) leseqs. (34) et lesinégalitesrequisesentremetj. IL vient

* vPji,mi * V ~i2,m2 = (J~i)+J(2)) * VPJI,mi * p~i2,m2

= (m1 +m2)hpji,m, *VO~2m2.

Considéronsmaintenantl’expressionJ2; elle s’écrit

J
2J~i)+J~

2)+2J~I) *~J(2)+J(i) *~J(2)+J(i) *pJ(2).

D’aprèsle théorèmedu paragraphe13, il existe desélémentspropresp,,,,1 et

~I2,j2 (� 0) communsrespectivement~J~1~etJ(i) d’une part et a J(2) et J(2)
d’autrepart;or cesdeuxélémentspropresont leursproduitsnulsrespectivement
avecJ~)etJ(2). Parsuite

~

Cetteprojectionp,,~,* ,, a~,12estdoncun élémentproprede j2 et deJ
3 associé

respectivementauxvaleurspropres(J
1 +J2) U~+12+1)h

2et (1~+j
2)h. D’aprèsla

demonstrationdu théorèmefondamental,il est facilede déduiredecetélément
propredesélémentspropresassociésauxnombresquantiques(1~+12) etmcom-
pris entre — (j1 +12) et (j1 +12) en considérantJ * ~ ~ ~/2J2 * J~puis de
procheenprochedesexpressionsanalogues.

Exemple. ChoisissonspourJ(i) etJ(2) lemomentcinétiqueorbitalL etlespinS.
Si let msontlesnombresquantiquesdeL,lasommeJdeL etdeSapournombre
quantique1+ f/

2 et m+ f/2. La justification consisteaconsidérerl’expression
.~,

3

2= ~ S1L’, (37)

qui vénfiela relation
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42*r2+2h22h2L2_O (38)

et a considérerun élémentpropre it communa L2 et a L3 pour construireun
élémentproprecommuna J3 eta J2=L2+218+3h2/4.

15.Particuledespin 1/2 dansun champmagnetique

Considéronsuneparticulede spin 1/2 d’espacede phaseP~xP~et d’hamilto-
nienH

0. Supposonsqu’ellesoitdansun étatpropredécritpar uneprojectionit et
un niveau d’énergie A,

H0 *~it=it*~H0=Iit. (39)

Supposonsquecetteparticulede spin 1/2 soitsoumisea unchampmagnétique
constant;l’espacedephaseestmaintenantP~ et l’hamiltonienHestégal aH0+ ~6
oü ~‘ est défini par la relation [2,10]

~ c’S
1, c’=2jt~B’/h, (40)

I ~i~3

øÜ /~Best le magnétonde Bohr. La quantité~ vérifie la relation ~,,2 = h’w~/4,
oà w,~estlapulsationcyclotron.Lesnouveauxétatspropreset lesniveauxd’éner-
gie sont les projectionset valeurspropresdel’hamiltonien H. D’aprèsle corol-
laire 2 du paragraphe9, lesprojectionspropressont it *~(~+ e ~‘/hw~),et les va-
Leurs propres1+ehw~/2.Ii ya doncdédoublementdel’état propre;deuxniveaux
d’énergieapparaissent.

16.Particuledespin 1/2 dansun champmagnétiqueavecun couplagespin—orbite

Soit toujoursuneparticuled’hamiltonienH
0 dansunétatpropreit Ct de niveau

d’energie I (parexempleun electronatomiquetournantautourde sonnoyau).
Sousl’effet d’un champelectromagnétiqueson hamiltonienH est égal au prece-
dentaugmentede2+ ~‘ [lesquantités2’ et ~‘ sontdéfiniespar lesrelations(37)
et (40)],

H=H0+2+~. (41)

L’hamiltonienH0 est supposecommuteravec2 et ‘~‘. Ii esta remarquerque2
et ~8necommutentpasentreeux:

[2, ce’] = S Si(L3ck.Lkci) . (42)

l,j,k

Remarquonslapropriété
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~ L’c’. (43)
4 1.~i~3

La quantité2+ ~‘ vérifie la relation

4(2+ ~‘)*r2+2h2(2’+ ‘~‘)—h2L2—8[18, c~’]~—h2c2=2h2’8. (44)

Parsuite

{4(2’+ (~2)*r2+2h2(2’+‘~‘)—h2L2—8[2’, ‘~‘]± _h2c2}*r2=h6c2 . (45)

Remarquonsquela quantité[2’, ~‘] + est égalea. c fois la composante du mo-
ment cinétiqueorbital dansla directiondu vecteurchampmagnétiqueB. Sup-
posonspar suitequela projectionit soit un élémentproprecommuna l’hamilto-
lien H

0 avecla valeurpropre1, a L
2 aveclavaleurpropre/3=1(1+ 1 )h2 et a. [2’,

‘~‘]± aveclavaleurproprey=mch3/4. La projection it commutesürementavec
‘~‘, parsuiteeLle commuteaveclepremiermembrede (44). Multiplions lesdeux
membresdela relation (45) parcetteprojectionit; en utilisantla commutativité
remarquée,nousen déduisonsqueles valeurspropresde2+ ~ sontracinesdu
polynôme

{(4X2+2h2X—l(L+1 )h4—2mh3c—h2c2}2=h6c2. (46)

Ce polynômeadmetquatreracines~,, 1 ~ i ~ 4, facilementcalculables,dont les
valeursapprochéessont

hc h2 hc h2 hc h2 tic /12

Lesnouveauxniveauxd’énergiepossiblessontdoneI + ii., 1 ~ i ~ 4. L ‘état propre
initial sescindeen quatrenouveauxétatsauxquelscorrespondentquatreniveaux
d’energie.

17.Systèmeconstituéde plusieursparticulesde spin1/2

Pourreprésenterun systèmeconstituédes particules,effectuonsleshypotheses
suivantes:

Soit2n le nombred’observablesclassiques;considéronsla super-variétép2n 3s

définie a. l’aide des tripletsdevariablesimpairesç~3r+l ~~3r± 2 ~3r+ ~, 1 ~ r ~s. Elle
est munied’unestructuresymplectiquedéfinie parla2-formedeLa relation(4).
DesignonsparS~r), 1 ~ i ~ 3, 1 ~ r~s, leséLémentspairsdéfinisparLa relation

5’~r).....~3r+j ~,, , (i,j, k) . (47)

Désignonspar Valesous-espacevectorielde Vengendrépar les5~r),1 ~ j~3,
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1 ~ r ~ s; (C ( Vs), *,,) estunestar-algebre.Appelonscommeauparagraphe4 super-
variétéP~lecoupledeLa variétéP”xP~etde l’algèbreS/”(P2”)®C( V,

5.).

Pourunemêmevaleurde r, ceséLéments5~r), 1 ~ ii~ 3, vérifient les relations
(31). Définissonsle spinSdu systèmeenposant

r=I 5~r). (48)

Ii est facile de verifier quecestrois quantités5’, 1 ~ i~s/3, vérifient les relations
(31). Parsuite,elle commutentaveclaquantitéS

2 définiepar la relation (32).

SYSTEMEDEDEUXPARTICULESDESPIN 1/2

Déterminonsles valeurspropreset les projectionspropresdesdeuxéléments
53 et52• Cesexpressionsvérifient respectivementlespolynomesminimaux:

(53)*r3h253_O (52)*~22h2S2_o (49)

Les polynômesvérifiéspar les éléments53 et ~2 permettentd’affirmer en utili-
santles résultatsdu paragraphe11:
— Lesvaleurspropresde 52 sontassociéesauxnombresquantiquesj=0, 1; les
projectionspropressont

p~=l—~-~S2,PI=~S2.

— Lesvaleurspropresde53 sontassociéesauxnombresquantiquesm= — 1, 0, 1;

lesprojectionspropressont

Ol=~~~(_hS+(S)r), Uo=1_~(S3)*~2,

= (h53+(S3)*r2).

Lesplusgrandesprojectionspropresp~* pamcommunesaS2et as3etlesnombres
quantiquesassociéssontdonnéspar la table 1.

La sommede toutesces projectionsestégale a 1. La méthodeutilisée pour

Table 1
Lesplus grandesprojectionspropresp~ ~ communesa S2 ci

a s3et lesnombresquantiquesassociés.

j m élémentproprecommunaS2et a s3

0 0 po*~o

1 —I
0 p,*,,170
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construiredesélémentsproprescommunsnemetpasendéfautle théorèmegéné-

ral: lesproduitsPo * ~ etPo * ,,a sontnuls.
INTERACTION DEDEUX PARTICULESDE SPIN 1/2

Supposonsque le systèmede cesdeuxparticulessoit décrit, en l’absencede
spin, parun hamiltonienH0 etl’espacedephaseP” x P”. Soit it un étatproprede
niveaud’énergieI. Supposonsquelecouplagedecesparticulesde spin 1/2 aug-
mentel’hamiltonien deLa quantitéya définiepar larelation [10]

0= ~ S’~ *,,S~ , yconstanteréelle. (50)
1 ~ i~3

Ii estfaciledemontrerquecettequantitéavérifie l’équation

160*V2+8/120_3h4=0. (51)

Lesvaleurspropresdea sont les deuxreels/12/4 et — 3/12/4~D’aprèslecorol-
laire 2 du paragraphe11, le niveau d’énergieI se subdiviseen lesdeuxniveaux
l+yh

2/4 et1 3yh2/4;c’estle résultatclassique.
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